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　　　　　　　　球　面　の　分　割
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　松江広文
　球面上に描かれた図形を３角形に分割することにより，いくつかの結果
が得られたので紹介する。
　空間の一点Ｏを中心とし，半径１の球をつくる。０を通る平面と球面
とが交わる部分を大円という。２つの大円か交わっている様子を図１に示
す。図１において，大円の２つの交点をA, A'とする。ＡとＡ’を結ぶ
線分は中心０を通る。ＡＡ’に直交し，０を通る平面と球面とが交わる部
分の大円をA, A'を極とする赤道という。赤道とはじめの２つの大円と
の交点をＢ,Ｃとする。ここで，２つの大円は地球上で子午線に相当する。
赤道上のＢ,Ｃ間の弧の長さθを，はじめの２つの大円のなす角といい。
　　　　　　　　　　　　　図１
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∠Ａ＝∠A' = eとあらわす。
　以後，球面上では，大円が空間や平面における直線に相当するものとし
て扱われる。図１の斜線部は，３つの大円で囲まれた部分であるが，これ
を球面３角形といい, A, B, Cをその頂点(Vertex),大円の一部AB,
BC, CAを辺(Edge),斜線部を面(Face)という。一般にn個の大円によ
って囲まれた部分を球面凸,7角形という。
　２つの大円のなす角が1ラジアンであるとき，その２つの大円は直交
するという。直交する２つの大円の交点をA, A'とし, A, A'を極とす
る赤道と，はじめの２つの大円によって球面は８個の合同な面に分割され
る。これは，球の内部から正８面体を球面上に投影した図形であり，正８
面体の頂点，辺，面が球面上に写されたものとみなすことができる。
　上記は球面上の正８面体の例であり，８個の球面３角形から成っている。
本稿では，正20面体を投影した図形，および切頂20面体を投影した図形
(いわゆるサッカーボール)を扱う。従って，面としてあらわれるのは，
球面３角形，球面５角形，球面６角形のみである。
1.サッカーボールの面の数
　サッカーボールの頂点の数をＶ,辺の数をＥ,面の数をＦとする。 Ｆ
のうち，球面５角形の数をx,球面６角形の数をｙとする。
　各頂点に３つの面が集まっていることから
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に代入するとx= 12が得られる。
　球面５角形は互いに共有点を持たず，しかもいずれの頂点もどれかの球
面５角形の頂点であることから
よりｙ＝優xとなり，ｙ＝20が導かれる。　ｙ＝ﾐxの図形的な意味は，１
つの球面５角形は５つの球面６角形に隣接し，１つの球面６角形は３つの
球面５角形に隣接することである。
　x= 12,ｙ＝20であることは，サッカーボールは正20面体の12個の頂
点を切り取り新たに12個の面を加えてできた切頂20面体を球面上に投影し
た図形であることを示している。
2.球面準正多面体
　オイラーの公式を導く際に，球面凸n角形の面積（各頂点の辺のなす
角により計算できる）が重要である。この節ではサッカーボールの各面の
面積を計算してみよう。
　サッカーボールはすべての面が正多角形である準正多面体を球面上に投
影した球面準正多面体である。
　『定理2.1　球面３角形の頂点をA, B, Cとし,Ａの対辺の弧長をａ，辺
AB, ACのなす角をａ,辺BC, BAのなす角をβ,辺CA, CBのなす角
をΥとすると。
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　サッカーボールは参道の長さが等しい。この長さをαとおく。図２の
ように球面正５角形と球面正６角形を，それぞれ球面２等辺３角形に分割
し，各角度と辺の長さを求める。
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が定理より成り立つ。
　また，頂点Ｂにおいて
球面正５角形の面積は0.29507226となる。
　また，球面３角形ＤＣＢの面積は
球面正６角形の面積は0.45127517となる。
　前節の結果より，球面の全表面積は
　　　　　　　　　　　　　　　― 153 －
　　　0.29507226×12十0.45127517×20＝12.56637061
となるが，実際の4兀 =12.56637061と一致している。
　正５角形の１つの角は108°であるのに対し，球面正５角形の１つの角
は2λラジアン＝111.38°であることがわかる。
　また正６角形の１つの角は120°であるが，球面正６角形の１つの角は
2μラジアン＝124.31°となっている。
　先の式よりCOS a =0.91857442,∴1辺の長さα＝0.40633789である
ことがわかる。
　球面正20面体の１つの面の面積は，サッカーボールの球面正６角形に，
球面正５角形を分割した１つの球面３角形を３つ加えたものであり。
　　　0.45127517＋3×0.05901445＝0.62831853
となる。これは詰＝晋に一致している。
　最後に大円の長さは2πであるが，これを次の定理を用いて実際に計算
してみる。
　『定理2.2　球面３角形ＡＢＣの辺ＡＢの中点をＤとする。頂点A, B,
Ｃの対辺の弧長をそれぞれa, b, cとし，辺ＣＤの弧長をｄとすると，
　図２において球面３角形ＡＢｃの辺ＡＢの弧長をｆとすると，定理2.1
より
　また球面３角形ＡＢＣにおいて，ＢＣの中点をＥとし，ＡＥの弧長をｄ
とすると，定理2.2より
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　次に，球面３角形ＤＣＢにおいて，辺ＤＢの弧長をわとすると，定理
2.1より
また辺ＤＥの弧長をｇとすると，定理2.2より
大円の長さは
である。これに代人すると，6.28318531となり, 2πの近似になった。
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